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1 ZAKLADNI POZNATKY Z MATEMATICKE LOGIKY A TEORIE MNOZIN

Vyrok (p): Kazdé¢ sdéleni, o kterém mitizeme rozhodnout, zda je ¢i neni pravdivé. Je-li vyrok prav-
divy, pfifazujeme mu 1. Neni-li pravdivy, ptifazujeme mu 0.
Negace vyroku (p'): tvofime ji pomoci ,,neni pravda, ze* nebo ,,neplati, ze*.

1.1  LOGICKE SPOJKY
Konjunkce ( p A g): ,a“, ,,i%, ,,a zdroven™ — je pravdiva, kdyz jsou pravdivé oba vyroky
Disjunkce (alternativa) ( p v q): ,,nebo* — je pravdiva, je-li pravdivy alespon 1 vyrok
Implikace ( p = q): ,jestlize ..., pak® — neni pravdiva jen tehdy, vyplyva-li z pravdy nepravda

Ekvivalence (oboustranna implikace) ( p < ¢): ,,...pravé tehdy, kdyz ... — je pravdiva, maji-li
oba vyroky stejnou pravdivostni hodnotu
A B AAB Av B A=B A< B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

1.2 KVANTIFIKOVANE VYROKY

Obecny kvantifikator (V): »V kazdém...*, ,,P10 kazdé...” - napf.
Vx e R; (erl)2 =x>+2x+1
Existenéni kvantifikator (3): ,,Existuje...“ —napt. Ax € R;x <0

1.3  DEFINICE, VETY
Definice: zavadi zakladni matematické pojmy
Véty: musime je na rozdil od definic dokazat. Skladaji se z predpokladu a tvrzeni. Napf.
VaeZ";a=liché &.= a* =liché &. — predpoklad: celé kladné liché & — tvrzeni: a° je liché

C.
q'= p' vétaobménéna p = q

1.4  MNOZINY
Mnozina (A,B,...): soubor uréitych prvki — kone¢na (Zaci), nekone¢na (R), prazdna ({})
Uréeni mnozin: vyétem (A = {a,b,c,d}), symbolicky (4 = {x € N;10 < x <20})

1.5 VZTAHY MEZI MNOZINAMI
Podmnozina (A — B): ,,A je podmnoZinou B“ —inkluze —def. Ac B<Vxe A,;xeB
Rovnost (A=B):def. A=B< AcBABc A

1.6 OPERACE MEZI MNOZINAMI|
Vennovy diagramy: U — zakladni (universalni) mnozina

Sjednoceni ( AU B): def. C:AuBz{er;xeAvxeB}

D,
A B

Prianik (AN B): def. CzAﬁB:{er;xeA/\xeB}

zakon komutativni (o zaméng): AuB=BuA
ANB=BnNA
zakon asociativni (o sdruzovani): (A UB )u C=4v (B uC )

(AmB)mC: Am(BmC)
zakon distributivni (o roznasobeni): AN (B uC ) = (A ) B) U (A NC )




AU(BNC)=(4UB)N(4ULC)

8O,
),

Rozdil (4—B): def. C=A—B={xecU;xc Arx¢ B}

Doplnék (A4';): def. AcB=>A',={xeU;xeBArx¢ A4}
de Morganova pravidla: (A ) B)l = A'NB'
(AN B) = AUB'

1.7 CISELNE INTERVALY
Otevi‘eny: (a,b) = {x eRa<x< b}
Uzavieny: <a,b> ={xeRa<x<b}
Polouzavieny: zleva uzavieny: <a,b) = {x eRas<x< b}
zprava uzavieny: (a,b> = {x eRa<x< b}

S intervaly pracujeme stejné jako s mnozinami, a proto pro né plati stejné operace.

1.8  SPOLECNY NASOBEK A DELITEL
Nejmensi spol. nasobek: n(12,28,42): 2-2-3.7=84, v prvoliselném rozkladu ma kazdé pr-
vocislo obsazené v nejvyssi mocning.
Nejvétsi spol. délitel: D(12,28,42) =2, Vv prvociselném rozkladu ma pouze spol. prvocislo.



2 MATEMATICKE DUKAZY
Piimy diikkaz (A= B): vychazime z ptedpokladu dané véty a musime se dopracovat k jejimu tvr-
zeni

Napt. Va € Z*; a =liché &.= a* =liché ¢.
liché &.: 2k +1, potom (2k +1) = 4(k? +k)+1, kde 4{k> + k) je sude.

Neprimy dikaz (A= B << B'= A"): dokazujeme vétu obménénou pomoci piimého dikazu.
Napt. Vm € Z*;m” déliteiné 3 = m délitelné 3
neddlitelné 31 3k+1v3k+2, potom  (3k+1) =303k +2k)+1  nebo

(3k +2) = 3(3k> + 4k )+ 4, kde 3(3k> +4k) a 3(3k> + 2k ) jsou delitelna 3.
Diikaz sporem ((A: B)' < AABY):

Napt. Va,beR*;a“sz > Jab
a+b

piedpokladdme Ja,b e R™; <~lab, po tupravach rovnice: (a —b)2 <0, protoze x°

nemuze byt <0 — spor s pfedpokladem a dana véta plati.
Matematicka indukce: Dokazeme, Ze plati V(1), potom Ze pro k >1;V (k) :>V(k +1).
Napt. Vne N; 12 +2° +3% +...+n® =1n(n+1)f2n+1)
1) ovéfeni n=1; L=P
2) predpoklad k >1; L=1*+2%+..n*> P=1k(k+1)2k +1)

méme dokazat K +1 1% +2%2 +3% +...k? +(k +1)* = L (k + 1)k + 2)(2k +3)
L=21k(k+1)2k +1)+(k +1)* = 1(k +1)[k(2k +1)+6(k +1)] =
= 1(k+1)2k? + 7k +6)= 1 (k + 1)k + 2)(2k +3)

3) plati pro Yk € N



3 MOCNINY A ODMOCNINY, MOCNINNE FUNKCE

3.1 MOCNINY S CELOCISELNYM EXPONENTEM
a'a*=a" VvabeR,Vr,seZ

fa=xeox"=a
%=ar_s a#=0 \/?:|a|:4_ra
s Yab = a-tb va,beR,,vYmn,peN
(@) -a .
a Wa
"_a'b’ o= = b0
(ab)’ =a'b o "o
(Ej =a—r b0 (Q/E) -va
o) b YW =a
a":a—lr a=0, r>0 Wame _nfgm

Slucovat lze pouze souhlasné odmocniny, odmocnit soucet a rozdil nelze.

Casteéné odmociiovani: /128 = %/2_7 = %/2—6 . 3\/5 =22 3\/5 =4. 3\/5
1 _ L2 2
V22 V202

Mocniny s realnym exponentem: ¥a"” =a"" Vme Z,¥ne N,VaeR*

Usmérnovani zlomku:

3.2 MOCNINNE FUNKCE
y = xZ y = x3
vy$si parabolakubicka parabola

y=x" y=x_
rovnoosa hyperbola




4  UPRAVY ALGEBRAICKYCH VYRAZU

41 MNOHOCLENY
(a+b)’ =a?+2ab+b?

(a+b)a-b)=a®-b?
(a+b+c)’ =a® +b? +c? +2ab+ 2bc+ 2ac
a®+b® = (axb)a® Fab+b?)
(a+b)’ =a® +3a’b +3ab® +b°

4.2 LOMENE VYRAZY
Defini¢ni obor — obor proménnosti — (D) je mnozina, ve které ma dany vyraz feseni.

x?=2x-1

— D=R-{l}

4.3 DELENI MNOHOCLENU MNOHOCLENEM

(x2 —2x—1):(x—1)= (_1__2_

x-1
~(x* —x)

-x-1

- (_ X+ 1) / Zbytek

-2



5 FEUNKCE AJEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI
Funkce: ptedpis, ktery kazdé hodnoté nezavislé proménné x z def. oboru pfifadi pravé jednu hod-
notu zavislé proménné y.
Graf funkce: mnozina viech bodii o soufadnicich [x, f (x)] .
Obor hodnot (H): mnozina feSeni (y) dané funkce.

5.1 VLASTNOSTI FUNKCI
Rostouci: Vx e D; x, <x, = f(x,)< f(x,) —napt. y=x
Klesajici: Vxe D; x, <x, = f(x)> f(xz) —napf. y =—Xx
Konstantni: Vx € D; x, <x, = f(xl ) = f(xz) —napi. y=0
Suda: Vx e D; f(— x) = f(x) —napt. y = cos(x)
Licha: Vx e D; f(— x)= —f(x) — nap. y =sin(x)
Periodicka: prubéh funkce se v ur¢itych cyklech opakuje — napt. y = sin(x) = sin (x + 2k7r)
Prostd (monoténni): Vx € D; x, #x, = f(x,)# f(x,)—napk. y=x
Inverzni: graf funkce (f) a funkce inverzni ( £ ') je soumémy podle osy I. a III. kvadrantu. Napf.

f:y=x"= f':x=y’ (zaménime xay). Pro D = R; plati y=\/§

5.2 TYPYFUNKCI
Jednoucha: y = f (x) —napt. y = sin(x)

SloZena: y = g[f(x)] —napf. y=sin’ x

6 LINEARNI A KVADRATICKE FUNKCE

6.1 LINEARNI
y=ax+b a#0 D=R H=R

pro a =0 =y = b — funkce konstantni = B
pro a > 0 — funkce rostouci /Jr

pro a < 0 — funkce klesajici

6.2 KVADRATICKA
y=ax’ +bx+c

|a| >1 — seviena

la| <1 — rozeviena

a >0 — v horni poloroviné (konvexni)
a < 0 — v dolni poloroviné (konkavni)



7 LINEARNI FUNKCE, ROVNICE A NEROVNICE S ABSOLUTNI HODNO-
TOU

7.1 ROVNICE

Obor proménnosti: obor, v némz chceme danou rovnici fesit.

Defini¢ni obor (D): obor, v némz ma rovnice smysl.

Obor pravdivosti (P=K): mnozina kofent.

Resit rovnici znamena najit takové x, které dané rovnici vyhovuje.

Nutno provést zkousku.

Ekvivalentni Gpravy rovnic:
1) Rovnice lze pfevadét z jedné strany na druhou, ale s opaénym znaménkem.
2) Rovnice se nezméni, kdyz k obéma jejim stranam pticteme nebo odeéteme stejny vyraz.
3) Rovnice se nezméni, kdyZ obé jeji strany vynasobime nebo vydélime stejnym vyrazem.

7.2 NEROVNICE

ostré znaky nerovnosti: < mensi nez
> vetsi nez

neostré znaky nerovnosti: = < mensi nebo rovno nez
2> vétsi nebo rovno nez

Ekvivalentni upravy nerovnic:
1) Nerovnice se nezméni, kdyz k obéma jejim stranam pfi¢teme nebo odecteme stejny vyraz.
2) V nerovnici lze prevadét z jedné strany na druhou, ale s opaénym znaménkem.
3) Nerovnice se nezméni, jestlize jeji obé strany vynasobime stejnym vyrazem, ktery je kladny
na celém defini¢nim oboru.

4) Nasobime-li nerovnici vyrazem, ktery je zaporny na celém def. oboru, pak musime pievratit
znak nerovnosti.

7.3 ROVNICE A NEROVNICE V SOUCINOVEM TVARU
Rovnice: (x — 2X3 - x) =0 — Souc¢in je nulovy, je-li nulovy alespoti 1 ¢initel - x =2v x =3.

-2
’; = 0 — Podil je nulovy, je-li &itatel roven nule — x = 2
—-x
. X—2
Nerovnice: (x - 2)(3 —x) < 0 nebo 3 <0 (X # 3) — pomoci nulovych bodi
x—-2=0 3—-x=0
x=2 x=3
-0 2 3 +00
X—2 = + iF
3-x + + —

Pozn.: V nulovych bodech méni dvojélen znaménko. Je-li u x koeficient kladny, pak od nu-
lového bodu nalevo je dvojélen zaporny a napravo kladny.

xe (— oo;2) U (3;+oo) — pfi neostrém znaku nerovnosti by byl interval uzavieny.

7.4  ABSOLUTNI HODNOTA
Absolutni hodnota: vzdalenost bodu od pocatku na ¢iselné ose.
Funkce, rovnice a nerovnice feSime pomoci nulovych bodu.

Napf. y=|x+1|+|1—x|
x+1=0 I-x=0

x=-1 x=1
-1 1
x+1 _ ‘ + +

1-x +

1 q




Xe (— oo;—l) xe <— 1;1) xe <l;oo)
y=—(x+l)+(1—x)y=(x+1)+(1—x) y:(x+1)—(1—x)
y=-2x y=2 y=2x

Pozor u rovnic a nerovnic musime vzdy vysledek porovnat s intervalem — napf. x € <1;3) a vysle-

dek je x =4, proto rovnice nema v tomto intervalu feSeni.

8 KJWADRATICKE ROVNICE A NEROVNICE
ax’* +bx+c=0
x° +éx+£:0<:>x2 +px+qg=0

a a
Netiplna kvadraticka rovnice: b,c=0vc=0

Ryze kvadraticka rovnice: b =0
x*=a
X = ‘\/Z ‘ = i\/;
Reseni kvadratické rovnice:
ax’* +bx+c=0

_—b+JD  —b+b* —dac

2a 2a
D >0 2realna feSeni

X1

D =0 1realnéteseni

D <0 2komplexni feseni

8.1 GRAFICKE RESENI KVADRATICKE ROVNICE

2 Y

—= 1
x?-4=0 2x2+3x+4=0
y=x2-4 y=X’Ay=-15x-2

K ={t2} K={}



O VZT4HY MEZI KORENY A KOEFICIENTY KVADRATICKE ROVNICE

X +X, =—p= b
1 2 a

X, X, =0 = ¢
1" %2 a
Rozklad kvadratického dvojélenu: ax’ +bx+c=0< a(x - X )(x - X, ) =0

Diskuse kvadratické rovnice s parametrem: viz. otazka ¢. 13

10 IRACIONALNI ROVNICE

tzn. neznama je pod odmocninou
provadime zkousku

J6—x+3x-2=4 /()
(6—x)+ 26— x+/3x—2 +(3x—2) =16

2,/(6-x)3x-2) =12 -2x

JE-x)3x-2)=6-x /()

(6-x)3x-2)=(6-x)°  /(6-x)

3x,-2=6-x,
6-%x =0
v 4x, =8
X, =6
X, =2
L, =v0+16=4 L, =4 +/4=4
P =4 P, =4
L1:P1:>K1:{6}L2:P2:>K2:{2}



11 KOMPLEXNI CISLA
Komplexni — slozené, imagindrni — neskute¢né, vymyslené
a= [a1 + az] — Gausova rovina, |a| — vzdalenost v G. rovinné od pocatku

Absolutni hodnota: |a =4/ al2 + a22 — redlné cislo

Komplexni jednotka: ¢islo, jehoz absolutni hodnota se rovna 1
Algebraicky tvar: a =a, +a,i

Opacné gislo: —a=-a, —a,l

1 1
Goniometricky tvar: a =|a|(cosa +isin ) Pievracené &islo: — = ————
a a, +a,

Komplexné sdruzené ¢.: a =a, —a,i,

Exponencialni tvar: a = |a| -e'“ — av radianech

11.1 OPERACE S KOMPLEXNIMI CISLY
i =1
Séitani: a +b=(a, +b)+(a, +b, )i
Nasobeni: a-b=(a, +a,i)b, +b,i)
a-b=|a-o|-[cos(a + ) +isin(a + B)]=a|-|b|-&'“”)
Déleni: a_% + 3, . b, —b,i
b b +b,i b —Db,i
4

a_uM, Aeisin(e— 1< Bl gias)
>~ b [cos(a - B)+isin(a—B)]=— e

11.2 MOIVREOVA VETA
(cosa+isina)’ =(cosna +isinna)
Mocniny: a”" :|a|n -(cosna +isin na)

Odmocniny: 4a = M . (cos%z"” +isin L,z,k”)

12 RESENI ROVNIC V OBORU KOMPLEXNICH CISEL

12.1 KVADRATICKE ROVNICE S DISKRIMINANTEM MENSIM O

X =+/—m =+iJ/m

-b+iy|D
ax’ +bx+c=0 (D<0) = x:z—;l‘/ﬂ

12.2 BINOMICKE ROVNICE
x"=m = x=¥Ym=1 m| -(cos 024% 4 jsin O*fq’”’)

Je-1i binomicka rovnice s realnymi kofeny stupné sudého, pak ma 2 realné koteny (¢isla opacna) a
komplexni kofeny jsou vzdy 2 a 2 komplexn¢ sdruzené.
Je-li stupné lichého, pak ma jeden realny koten a 2 a 2 komplexné sdruzené.




13 ROVNICE S PARAMETREM

x(t2 —1):2‘—1
x(e=1)e+1)=1-1

Linearni rovnice s parametrem:

t#1 vV t=1
x(t+1)=1 0=0=K=R
t#-—1 v  t=-1
x=L 0-1
t+1
K ={4} K={}
Diskuse:

prot#1,-1 mak = {L}

i+
pror=1 makK =R
prot =-1 méK:{ }

Kvadraticka rovnice s parametrem: px’ +bx+c=0 = D=b>—-4pc

b? v
D>0= p<4— X ma 2 feseni
C

2
D=0 = p=b— X malteseni
4c

b? Cy e
D<0= p>4— X nema feseniv R
c

U parametrickych rovnic s neznamou ve jmenovateli nebo u rovnic, kde umocnime ¢i odmocnime,
délame zkousku.



14 SOUSTAVY ROVNIC ANEROVNIC

14.1 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC O DVOU A VICE NEZNAMYCH
Metody: scitaci, dosazovaci

2 + 3 =13 ! =a
X+z Xx+Yy x,y,ZGR X+z

1 _ 2 =-16 X#—y,—z substituce: =b
X+z y+z x+y

; | y#-—z |

+ =15 =c
X+y y+z y+z
2a+3b =13
a-2c=-16 c:%+8:§+8=10

3b+c=15 /-2 D
2a+3b=13

D a=14-6b=14-10=4

a+6b=14 /(=2)
-9b =-15

b=3

1 4
X+z

1 .3
x+y 3

! =10
y+z
x+z=1 /(=1 x=2-z=2

0 T

x+y=3
y+z=4
y+z=1 Z=35-Y=—%
2y=1%
y=1u

Soustavy linearnich nerovnic o jedné neznamé
Vytesime kazdou zvlast’, potom ud€lame prinik vysledku.

14.2 GRAFICKE RESENI LINEARNICH ROVNIC A NEROVNIC O DVOU NEZNAMYCH
Nakreslime graf funkci. Vysledkem je prinik grafi.

14.3 SOUSTAVY LINEARNI A KVADRATICKE ROVNICE
Resime dosazovaci metodou — z linearni vyjadiime a dosadime do kvadratické.



15 EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

15.1 GRAFY FUNKCI
Exponencialni funkce: y=a* a>0,a#1
a>1 axl

1

1 1
Logaritmické funkce: y=1log,x a>0,a#1 D=R"

a>1 ax<l
/1 ‘ \
15.2 VETY O LOGARITMECH

a‘=b = x=log,b b>0

nejde logaritmovat soucet ani rozdil
log,(r-s)=log, r+log,s

log,t=log,r-log,s

S
log,r*>=s-log,r

Pokud je zaklad e = 2,71828..., jedna se o pfirozeny logaritmus a zna¢i se In X
Pi zdkladu rovnému 10 se jedna o dekadicky logaritmus — log X



16 EXPONENCIALNI ROVNICE ANEROVNICE
rovnice nerovnice

32 _gx _ gxh g2 (%)2x+3 < (é)x+2

3%.32 X =3%.3* _5x.5° (%)4x+6 < (%)3x+6 .

3X(32 - 34)2 5% (1— 52) +6> 3)( 6 prevraci se nerovnost

72-3" =24.5" X >0
3.3 =5"
3x+1 — 5x 2x > 3x+l

(x+1)log3=x-log5 x-log 2> x-log3+log 3

x(log 3—log 5) = —log 3 x(log 2 —log 3)> log 3
_ log 3 ‘< log 3
log5—1log 3 /v log2—-1log3

log 2—log 3<0

prevraci se nerovnost

27
V81 + — =12 —substituci a =%/81
{/ﬁ substituci

a’?-12a+27=0=%81=9v %81 =3
3 =323 =3 x=2vx=4

17 LOGARITMICKE ROVNICE ANEROVNICE

Podminky pro logaritmus i pro jmenovatele.

Odlogaritmovat mohu pouze tehdy, pokud maji logaritmy stejny zaklad.
rovnice:

logx podminky:
log(3x+5) x>0 A 3x+5>0 A log(3x+5)=0
log x = log(3x +5) X>-3 log (3% +5) # log 1
X=3X+5 X#—4

x=-25 K={}

nerovnice: pii 0 < a <1 se u exponencialnich a logaritmickych nerovnic pievraci nerovnost

log,(x+2)>3 log o5 (x+2)>3
log,(x+2)>log, 8 log o5 (x +2) > log 5 & Podminky:
X>6 /3(<—% X+2>0
Zaklad < 1 X>-2

prevraci se nerovnost



18 GONIOMETRICKE FUNKCE

18.1 DEFINICE NA PRAVOUHLEM TROJUHELNIKU

. a a
Sha=— tga=—
C C b
a o | b b
b CoSa =— cotga =—
C a
18.2 DEFINICE NA JEDNOTKOVE KRUZNICI
a,=180°-¢,
a,=180°+ o
o,=360° -,
1. kvadrant:
111, kvadrant:
V. kvadrant;
pr— sin(—a) =
cos(—a) =
perioda je 2
tg o

perioda je

c
seca = —
b

C
CoseCa = —
a

sina, =sine,
cosa, =—COoSay,
sina, =—sine,
CoSar, =—COSey
sina, =—sing,
cosa, =Ccosa

—sina  licha funkce

cosa  suda funkce
T

tg(-a)=-tga funkce licha
cotg(—a)=—cotga  funkee licha



18.3 ZAKLADNI UHLY

a 0° 30° 45° 60° 90°
sin a 0 3 L2 o 1
cos a 1 3 vz 3 0
tg o 0 3 1 J3 E

cogea | E V3 1 3 0

18.4 OBLOUKOVA MIRA

Doplikovy thel: a'=90° -«

sina =cosa’
cosa =sina'
tga =cotga’
cotga =tg o'

1 rad je sttedovy thel, ktery piislusi oblouku jednotkové kruznice, jehoz délka je 1.
1 rad=57° 17" 44,81”

360°=2x

18.5 GRAFY FUNKCI

sin X

COS X

T-= -2
sin % sin 2x
|
—t <L
Jr = 4 BWE
sin(x+§) 2sin x

[




19 VZTAHY MEZI GONIOMETRICKYMI FUNKCEMI
tgx =% cotgx = 22X
COS X sin x
sin®x+cos® x=1, tgx-cotgx =1
Souttové vzorce:  sin(x+y)=sin x-cosy +cosx-sin y
cos(x+ y)=cosx-cosy Fsin x-sin y
tgx+tgy
1¥tgx-tgy
+cotgx-cotgy -1
cotgx Fcotg y
Dvojnasobny thel: Sin 2x = 2sin X - COS X
C0S2X = C0s” X —sin* X
219 X
1-tg® x

. X 1-cosx : &
Polovi¢ni thel: Sin E == j / znaménko se urdf

tg(x+y)=

cotg(x+y)=

tg2x =

podle kvadrantu

X 1l-cosx  sinx
2 sinx  1+cosx
Souttové vity: sin x+sin y = 2-sin 5* - cos5*

t9

sin x—sin y =2-cos~-sin =*
COSX+C0Sy = 2-c0s5Y-cos >
_ in XHY  qin XY
cosx—cosy =—-2-sin 5% -sin X
Pievody pies liché nasobky n/2:  sin (% — a) =COoS
cos(z —a)=sina
tg(z —a)=cotga

cotg(z —a)=tga



20 GONIOMETRICKE ROVNICE ANEROVNICE

20.1 ZAKLADNI GONIOMETRICKE ROVNICE A NEROVNICE

interval se ur¢i podle jednotkové
sinx=a, cosx=a ae(-11) xeR kruZnice nebo grafu
tgx=a aeR xeR-tkz+2z} | o
cogx=a aeR xeR-{kr} I
Pf. rovnice nerovnice
sinx=-0,5 sinx<-0,5
x, =210°, x, =330° x, =210°, x, =330°

K =k e Z U {210°+ 2k7,330° + 2k | K =k eZu(210°+2kr , 330°+ 2kr)

20.2 SLOZITEJST GONIOMETRICKE ROVNICE

Pokud je v rovnici vice goniometrickych funkci, pfevedeme je na jednu goniometrickou funkci.
Pokud odmociiujeme, musime provést zkousku.

sin 3Xx =c0s 2x
sin 3x —sin(90°—2x)=0
3X+90°-2x . 3x—90°+2x
2-C0S -Sin =

0
2
X+7Z . OX—-7%
cos—=2=0 v sin 2=0
X+7% SX—7%
2=Ztkrx 2 =krz
2
— — 2
X=%+2kr X=5+Etkr

21 TRIGONOMETRIE

21.1 PRAVOUHLY TROJUHELNIK
Goniometrické funkce

21.2 OBECNY TROJUHELNIK
a b C

Sinova véta: 2r = —— = — = —
sinae sinf siny

jedné z nich.

— pomér strany a protilehlého vnitiniho uhlu je kon-

stantni a je roven prameéru kruznice opsané. Pouziti: zname stranu a 2 uhly nebo 2 strany a tihel

¢’ =a’+b*-2ab-cosy

Kosinova véta: b> =a” +¢® —2ac-cos S — Poufiti: zname 3 strany nebo 2 strany a thel jimi

a’=b?+c’-2bc-cosa
Sevieny.



22 SHODNA ZOBRAZENI V ROVINE
Samodruzny bod —bod X je totozny se svym obrazem X’=X
Samodruzny utvar — Gtvar U, jehoz obrazem U’ je U
Osova soumérnost: osa soumernosti
Stiedova soumérnost: stied soumérnosti
Posunuti (translace): vektor posunuti
Otoceni (rotace): sted otocCeni, tthel otoceni
TotoZnost (identita)

23 PODOBNOST ASTEJNOLEHLOST

23.1 PODOBNOST
Pro kazdé body X,Y a jejich obrazy X*,Y” plati: |X'Y | =k|XY]|
k>1  zvétseni
k=1  shodnost
k<l  zmenSeni
V podobném trojuhelniku plati, Ze ve stejném pomeru jsou i vysky, t€znice, stfedni pticky, polome-
ry kruznice opsané i vepsané, ...
2 trojuhelniky jsou si podobné shoduji-li se ve dvou thlech nebo v 1 thlu a poméru stran sviraji-
cich tento thel.

232 STEINOLEHLOST H(S;x)
Pro kazdé X plati: | X'S| = |-| XS], kde S je stred stejnolehlosti ax je koeficient stejnolehlosti.

Ptimka se zobrazi na pfimku rovnobéznou.



24 PYTHAGOROVA VETA, EUKLIDOVY VETY
Plati pro pravouhly trojuhelnik ACB.

I. Euklidova véta: ch =C,-C, — obsah Ctverce sestrojené¢ho C
nad vyskou trojuhelnika se rovna obsahu obdélnika sestroje- o
ného z obou usekd na piepone. b a
) Vc
Odvozeni:
ug Inlcﬁ
RA ACB = /DAC = /DCB 'J;bai -D B
/
C
c Il. Euklidova véta: b®>=c-c,, a®=c-c, - obsah
¢tverce sestrojeného nad odvésnou se rovna obsahu obdélni-
b a ka sestrojeného z celé piepony a tseku ptilehlého k dané
¢ odvésné.
A

& D o B Odvozeni:

J |AD| |AC| ¢, b
RAACBaRAADC= —=—">=> 2> =—

IAC| |AB| b ¢

Pythagorova véta: a® +b” =c® — soucet obsahii &tvercti nad odvésnami
se rovna obsahu Ctverce nad pfeponou.
Odvozeni: seétenim Euklidovych vét. a’+b*=c?
c-c,+c-c,=c’ b a

C,+C, =C A B




25 ROVINNE UTVARY

a
Trojuhelnik: O=a-+b+c
5 2V
2
Heroniiv vzorec: S =+/s(s—a)(s—b)s—c)
a+b+c
S =
2
Obdélnik: O =2(a+b) a -
S=ab

b
RovnobéZnik: O = 2(a + b) .
S=a-v, 2 al’ ;

Lichobéznik: O=a+b+c+d

2
Pravidelny n-uhelnik: S =n-SAABS - n-krat obsah jednoho trojuhelnika

Kruh: O=2rxr
S=rxr?

N 2 2
Mezikruzi: S = ‘ﬂ' " —zr, ‘

Oblouk: O =r¢ — thel v radianech \r/
r? o
Vyseé: S = ?(p ®
» - L - ) |
Useé: S = ?(0 - > 17 -SIN @ — obsah vysece minus obsah trojuhelnika \}

26 NEROTACNI TELESA

Hranol: V = Sp -V
S:28p+Spl @

Kvadr: V =abc b
S =2(ab+bc+ac) @C

a

Jehlan:  V =3S v &
S=5,+S,

Komoly jehlan: V =%V(Sp1+5p2 +1/Sp1~5p2) @

S :Sp1+Sp2 +Sp,



27 ROTACNI TELESA
Vilec: V =zar’v
S =2xr?+2arv @
Kuzel: V =1izr’v
S=zr?+ars , kde s=+r’+v? — délka plasts
Komoly kuzel: V = %ﬂV(I‘lZ +r,° + rlrz)

S = ar,” +ar,’ + (a1, + 21, )s

Koule: V =4zr°
S =4zr? Q

. 2 3
Kulova use¢: V =71"-%+3% %) Py

objem valce plus objem koule

r,=+r?—(r—v)

A
T

S

S =7z1’12 + 27rv — obsah podstavy plus obsah

kulového vrchliku
. 2 2 3
Kulova vrstva: V =7zr" -5 +7r," -5+ %ﬂ(%)

objem dvou valct a objem koule

7
///////////é%///////
r

r




28 MATICE ADETERMINANTY

. i=123..m a,, 8, a, a,,
i s

1=123..n ay, 8y, a5 A4y,

aml a‘m2 am3 amn

Spole¢ny nazev pro fadek a sloupec je Fada.

Typ matice: Obdélnikova, ¢tvercova (m=n), sloupcova (m,1) a fadkova (1,n), diagonalni (samé
nuly, jen na hlavni diagonale ne), jednotkova (samé nuly, na diagonale jednicky)

Hlavni diagonala: z LH do PD rohu, vedlejsi diagonala: z PH do LD rohu

Transponovana matice: zaménéné sloupce a radky

Symetricka matice: matice je stejna jako transponovana

Hodnost matice: pocet linearné nezavislych fadkl v matici (maximaln€ rovna mensimu z m a n)

28.1 OPERACE S MATICEMI
Hodnost matice se neméni, kdyz
1) matici transponujeme
2) ngjakou fadu vynasobime nenulovym ¢islem
3) Kk nékteré fade pricteme linearni kombinaci (nasobek) jiné fady s ni rovnobézné
4) v matici vynechame nebo pfidame fadu, ktera je linearni kombinaci jiné fady s ni rovnobé&z-
né
Matice téhoz typu se stejnou hodnosti jsou ekvivalentni A= B
Hodnost matice'
-12 21 1 -12 21 1 -12 21

-3 -8 5(=z|0 -4 68 |=|0 -11 17| h=2
-12 21 11 0 88 -136 0 O 0
4 8
Nasobeni matice:
12 16

6 8
Soucet matic:
: J( J(m q

28.2 DETERMINANT

. I T
Determinant 2. stupn¢: a;a,, —a,ay
ay Aap
ayp A (Ssl8n A
. y \a X / = 81857833 + 8183851 T 81385,83, —
Determinant 3. stupné: |@,; Q,, Qa,ld,; a,,
A Xa \a — 838,783, — 85,8383, —81,8,,833
83; ‘A3, " 8g3(dy; Qg
7 /77 N N\
- - - + o+ o+



29 LINEARNI ALGEBRA
soustava m rovnic o0 n neznamych
a'llxl +a12x2 +"'a1n n= bl
B, X + 8%, +.. 8 X, =D, h je hodnost matice (a; )
: h, je hodnost matice (aij bi)
a X +a X, +..a, X =b
pokud b, =0 i1=12,..m jesoustava homogenni, jinak je nehomogenni
podminka FeSitelnosti
1) h=#h, —nema feseni
2) h=h,
e h=n —jedno feseni
e h<n — nekonetné mnoho feSeni (N —h nezndamych volime a ostatni dosadime — napf.
X, =t, X =1, X, =t +1,, X, =2t,)

Priklad:

-X +X, =-1 -1 0 1|-1 1 -1 3|2

2%, +7X, =1 2 7 0]1|=z/0 -1 41 h=h =n
X, =X, 3X; = 1 -1 3|2 0 0 30|6

X, —X, +3% = x, =11

—X, +4%, =1 =>X,=—¢
0%, = X; =%

Cramerovo pravidlo: m=n, pokud determinant |A| #0 — 1 feSeni X, = M , kde A je matice, ve

A

které jsme k. sloupec nahradil sloupcem pravé strany.

Priklad:
— X, +X, =-1 -1 0 1
2%, +7X, =1 A=l 2 7 0| |[A=-30
X, =X, 3X; =2 1 -1 3
-1 0 1 Al 3 1
=1 7 0 =-36 == =——=1-
A A R T
-1 3
-1 -1 1 Al 6 .
A=l2 1 = L
2 0 |A2| 6 X, |A| _130
1 2 3
-1 0 -1 A
A=| 2 7 1| |Al=-6 x3—i—_—6—1
A -30 5
1 -1 2




30 VEKTORY

Vektor je mnoZina vSech souhlasné orientovanych useéek, které maji stejnou velikost.
Vektory rovnobézné jsou kelinearni. (souhlasné€, nesouhlasné kolinedrni)

E:(XB - XY _YA)
|AB| = \/(X - XA)2 +(YB _YA)2

U =u” +u,?

Vektor opaény: — u= (-u,,~u,)

Soucet vektord: U+ V = (ul tv,u, v2)

Nésobeni vektoru skalarem: K -u = (k -u,,k - u, )

Dva vektory jsou linearné zavislé, jestlize jeden z nich je linedrnim nasobkem druhého.

Tti vektory jsou linearné zavislé, je-1i alesponi jeden z nich linedrni kombinaci ostatnich dvou.
Tti vektory jsou linedrné nezavislé, pokud ani jeden neni linearni kombinaci zbyvajicich dvou.

Skalarni soucin: u V ‘ ‘

‘ Cosa =u,v, +U,V, — vysledkem je skalar

RovnobézZné vektory: UHV =Uu=Kk-v, kolmévektory: uLv=u-v=0

Cl
<l

Uhel dvou vektorii: COSa =

cl
<\

Vektorovy soucin: ‘UXV‘ ‘ ‘

‘ Sin @ — velikost. Smér: kolmo k ob&ma vektorim, pravotodi-

va baze (prsty u,v, palec ukazuje smer).

U X V = —V>< U — opacna orlentace
k(u X v): (k . u)x \Y}
w><(u+v): (w><u)+(w><v)

UxU =0 —nulovy vektor



31 ANALYTICKA GEOMETRIE LINEARNICH UTVARU V ROVINE
Primka:
e parametrické vyjadfeni:
X=X, +t-u,
y=Y, +t-u,
pro pifimku—t € R
pro usecku -t € <O,l>
pro polopiimku — t € <0, oo)
e obecna rovnice pfimky:
ax+by+c=0
n =(a,b) — normalovy (kolmy) vektor
s= (— b, a) — smérovy vektor
p|O, = by+c=0

p[o, = ax+c=0

e Usekovy tvar rovnice piimky:
X
X, y_ )
P q

_¢ o P N
p___
a
__ ¢
b
e smeérovy tvar:
y =kx+q
k=—2=t °
=——=10«
b g

Polorovina: ax+by+c>0



32 ANALYTICKA GEOMETRIE LINEARNICH UTVARU vV PROSTORU

Ptimka definovana pouze parametricky.
Rovina:
e parametricka rovnice:

X=X, +t-u, +s-v,
y=Y,+t-u,+s-v,
Z=Z,+t-U;+s-v,
kde A= [Xl,Yl, Zl] je bod roviny a u,v jsou nekolinearni vektory vychazejici z bodu A a na-
lezejici do roviny.
e obecna rovnice roviny:
ax+by+cz+d =0
ziskame ji:
1) pomoci dvou vektorti nalezejicich roving€ — pies normalovy vektor

i j k
n=(ab,c)=uxv=[, U, U, —normilovy vektor
Vl V2 V3

2) z parametrické rovnice — vylouc¢enim t, s
3) pomoci 3 bodu nalezejicich do roviny — dosazenim bodi za X, y, z a dopoditanim
a, b, ¢, d, pfi¢emz za jednu neznamou volime
zvlastni pripady rovnice:
pl0o, =a=0,b=0,c=0

plo, =a#0,b=0,c#0
pl0, =a#0,b=0,¢c=0
O, A p|0,=a=0,b=0,c#0

p

33 POLOHOVE A METRICKE VZTAHY UTVARU V ROVINE
Vzijemna poloha dvou primek:
rovnobézné
rizné — zadny spolecny bod
shodné — nekone¢né mnoho spole¢nych bodt
riznobezné — jeden spole¢ny bod

‘a ‘ Q‘ |U1V1 + U2V2|

‘qu‘ Ju +u,” v v,

Odchylka dvou piimek: COSa =

kz _kl

t =
9% = kK,

[aX, +bY, +¢|

22 +b? A:[XO’YO]

Vzdalenost bodu od primky: |Ap| =



34 POLOHOVE A METRICKE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU

Vzajemna poloha dvou piimek:
rovnobézné
rizné — zadny spolecny bod
shodné — nekone¢n€ mnoho spole¢nych bodt
riznobézné — jeden spole¢ny bod
mimobézné — zadny spolecny bod, nelezi v jedné roviné
Vzijemna poloha dvou rovin:
rovnobézné
rizné — zadny spolecny bod
shodné — nekone¢né mnoho spole¢nych bodu
riznobézné — jedna spolecnd pfimka — prisecnice

Priklad.: p:2x—y—-2-1=0
o:X+Yy+2z-3=0
D: 3X4+7-4-0 Jednu nezndmou nahra-
X=t <— dime parametrem

z2=4-3x=4-3t
y=3-X-22=-5+5t
Odchylka dvou piimek: stejné jako v rovin¢

‘Sp ‘n,
Odchylka p¥imky od roviny: Sin g = - ————
Spln,
‘np ‘n,
Odchylka dvou rovin: cCoSa = ———
n,|-n,

[aX, +bY, +¢Z, +d|

Vzdalenost bodu a roviny: V =
va® +b® +c?

Vzdalenost bodu od pfimky: vytvofime rovinu kolmou k pfimce tak, aby prochazela bodem A a

A:[XOvYo’Zo]

spocitame vzdalenost mezi A a priiseC¢ikem piimky a roviny. S_,; = E, V= |A LN p|
Vzdalenost dvou rovnobéznych pfimek: V(p, q) = V(A, q); Aep
Vzdalenost piimky od roviny s ni rovnobézné: V(p, p) = V(A, p); Aep
Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin: V(,o, z') = V(A, r); Aep



35 ANALYTICKA GEOMETRIE KRUZNICE A ELIPSY

[}

y ~X

vyl |l ([ )

n S=0’ ~ X'=X—-m
; Transformaéni rovnice: 0
| -V —
[}

0 im X
<>
X

35.1 KRUZNICE

MnozZina vSech bodi, které maji od stiedu (S) stejnou vzdale- X nostr.
S =[m,n] f

Stiedova rovnice: (X — m)2 + (y — n)2 =r?
Vnitek kruznice: X* +y* < r?

Obecna rovnice:  X° +y> +ax+by+c=0
a=-2m, b=-2n, c=m?+n®-r?

35.2 ELIPSA X
Mnozina bodu, které maji od dvou danych pevnych bodu (ohni- /_ 7%
sek) staly soudet vzdalenosti, ktery se rovna 2a ( |/
F.X+[F,X| = 22), %
A,B — hlavni vrcholy b= |CS| = |DS| — vedlejsi
C,D — vedlejsi vrcholy y o .
y poloosa (vzdy mensi nez hlavni
S — stied |
F., F, — ohniska poloosa)

a=|AS|=|CF| - hlavni 2b =|CD| - vedlejsi osa
poloosa |SF,|=|SF,|=e — excentricita
2a = |AB| — hlavni osa

a’ =e’+b?
(=mp _ (y=nf _, =

Osova rovnice elipsy: Pro 2a||OX : > 0 AR, e
a

2 2
Pro 240, : ) I V) Y
b a
Obecné rovnice elipsy: Ax? +By® +Cx+ Dy+E =0

Ol ] o0




36 ANALYTICKA GEOMETRIE PARABOLY

Mnozina vSech bodd, které maji stejnou vzdalenost od pevného bodu
(ohniska) a dané pfimky (fidici piimka), kterd danym bodem ne-

prochazi. d
F — ohnisko
d — fidici pfimka O W\ F
V —vrchol I

VF — osa paraboly
p — parametr: £ =|DV|=|FV|

Vrcholové rovnice: O=0,, F 0" (y=n)* =2p(x—m) inverzni kvadraticka fce
0=0,FecO" (y—n)y =-2p(x—m)
0=0,,FeO" (X - m)2 =2 p(y — n) graf kvadratické funkce
0=0,,FeO" (X — m)2 =-2 p(y — n) graf zaporné kvadr. fce

37 ANALYTICKA GEOMETRIE HYPERBOLY

Mnozina vSech bodi, které maji tu vlastnost, ze absolutni hodnota rozdilu jejich vzdalenosti od 2
danych pevnych bodu (ohnisek) je konstantni (H XF1| - | XF, ” =2a).

A,B — vrcholy paraboly

|AB| = 2a — hlavni osa (|AS| =a)

b — vedlejsi poloosa
F.,F, — ohniska
e — excentricita =|SF|, e* =a’ +b?

nemusi platit a>b

2 2
X—m —-Nn
Osové rovnice: Pro 2a=0,: ( > ) — y > ) =1
a b
2 2
pro 2a=0,: W=D\ _(x=m)" _,
y: 2 2
a b

Obecnéa rovnice: Ax? —By? +Cx+Dy+E =0
Rovnice asymptot:

y ==+kx+(Q kazda hyperbola ma 2 asymptoty

k=tga pro 2a=0, : E pro 2a=0,: asym;l)toty
a

a
b
Rovnoosa hyperbola: a=b

Vétve lezi v I. a Ill. kvadrantu: Xy = %az — graf lomené funkce

Vétve lezi v I1. a IV. kvadrantu: Xy=-% a® — graf zaporné lomené fce



38 VZAJEMNA POLOHA PRIMKY A KUZELOSECKY
Pocet prisecika kuzelosecky s pfimkou:
kruZnice a elipsa:

2 body sefna
1 bod tena
0 bodu vnéj§i primka
parabola:
2 body sefna
1 bod
rovnobézna s 0S0U protina v 1 bodé
protina osu tecna
0 bodi vnéjsi primka
hyperbola:
2 body sefna
1 bod
rovnobé&zna s asymptotou protina v 1 bodé
protind asymptotu tecna
0 bodu vnéjsi pfimka

38.1 TECNA KUZELOSECKY V JEJIM BODE

Bod dotyku: [Xl,Yl]

KruZnice: (X - m)(X1 - m)+ (y - n)(Y1 - n) =r?
(X_m)(xl _m)+ (y_n)(Yl _n)—l

2 bz -
Parabola: (y —n)Y, —n)= p(x—m)+ p(X, —m)
(X_m)(xl _m)_ (y_n)(Yl _n) =1
a’ b? B

Elipsa:

Hyperbola:

39 VARIACE APERMUTACE
n=1-2-..(n—1)-n — faktorial
Kombinatorické pravidlo soucinu: pocet vSech usporadanych dvojic, u nichz pro volbu prvniho
prvku mame n; moznosti a druhého n, moZnosti, je roven soucinu Ny N,.

: n! .
Variace: V, (n) = m je k-tice vytvotena z n prvku tak, ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse
n—K)

jednou. Zalezi na potadi ('123'#'321").
Permutace: P(n) =nl je zvlastni pfipad variace, kdy se k=n.

k

Variace s opakovanim: V', (n)= N je k-tice vytvofena z n prvka tak, Ze kazdy se v ni mize

vyskytovat nejvyse k-krat.

n! .
(n): ———— , kde ny je pocet prvka 1. druhu, n; 2.
n,tn,k.n !
druhu a ... ny p. druhu, pficemz plati, Ze n;+n,+...n,=n. VSechny prvky téhoz druhu jsou stejné
a zadné 2 prvky riznych druhti nejsou stejné.

Permutace s opakovanim: P'nl’nz’__np
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40 KOMBINACE

. nto
Kombinace: C, (n) = Wje k-tice vytvofena z n prvku tak, ze kazdy z prvkl se v ni vysky-
n—K JK!

tuje nejvyse jednou. NezaleZzi na poradi ('123'='321"). Vztah mezi kombinacemi a variacemi:

c (="

k!
_ n
Kombinac¢ni ¢islo: ( j= C,(n)
K

je k-tice vytvotena z n prvki

Kombinace s opakovanim: C', (n) = [n +k _]j _ M

k ) (n—1pk!

tak, Ze kazdy prvek se v ni miize opakovat maximalné k-krat.

40.1 VLASTNOSTI KOMBINACNICH CISEL

gt
A

40.2 PASCALUV TROJUHELNIK

) 1
il ¥
-6
|

(
HlH e
s G
I

X~ O X O B S O oS

2
3 3
[ 8
4) (4) (4) (4) (4
n=4 ol 11) 12) 3] |a 1 46 41
40.3 BINOMICKA VETA
n n n n n
(a+b)" =| [@"+| [@"'b'+| _[@" %0 +..+| [@" b +.+| |p"
0 1 2 k n
s . C A : n n-k+1 k-1
k-ty ¢len binomického rozvoje: C, = " -a ‘b

Pro vypocet mnohoclenu n-t€ho stupné.

1
Priklad: V mnohoclenu <3—1x - X3)1 vypocitej koeficient u x%.

11
c- X25 _ ( ].(3X)(12k) .(_ X)S(k—l)
k-1

c.x® :( 11 J'3k_12  x k12 _(_1)3k—3 VS
k-1



41 ZAKLADY PRAVDEPODOBNOSTI
Nahodny pokus: ovlivnén ndhodnymi Ciniteli.
Nahodny jev: vysledek nahodného pokusu, o kterém mizeme rozhodnout zda je ¢i neni pravdivy.
Deterministicky pokus: pii dodrzovani danych podminek vede vzdy ke stejnému vysledku.

« . . my . < PP
Pravdépodobnost nahodného jevu: P(A) =—— , kde m, je pocet vysledkn piiznivych jevu A
n
an je pocet vsech moznych vysledkt daného pokusu.

n .
Statisticka definice pravdépodobnosti: P(A) =—= , kde n, je absolutni ¢etnost a n je celkovy
n

pocet (z n provedenych pokust je np ptiznivych).
Pravdépodobnost sjednoceni jevii: jevy museji byt neslucitelné AN B =0
P(AUB)=P(A)+P(B)
ANA=0=P(AUA)=1=P(A)=1-P(A)
Pravdépodobnost priniku jevii: Pokud jsou jevy A, B, C nezavislé, plati
P(AnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
Binomicka rozdéleni: méjme n nezavislych pokust, znichz kazdy skonc¢i bud zdarem
s pravdépodobnosti p nebo nezdarem s pravdépodobnosti g, potom pravdépodobnost, ze K jevi

v foox Nroz . _ n K Nk
skon¢i zdarné vypocitame: P(Ak)— ‘ pqg.
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42 ZAKLADY STATISTIKY
Jednotka: kazda musi byt pfesné uréena mistné, ¢asove, vécné
Soubor: tvofen v§emi jednotkami
Rozsah souboru: pocet vsech jednotek
Znak: vlastnosti, které u dané jednotky sledujeme (kvalitativni — odpovidame slovné, kvantita-
tivni — odpovidame Cislem)
Absolutni ¢etnost: pocet vsech jednotek v souboru, u nichz byl dany jev zjistén

n
Relativni Eetnost: P(A)=—2
n

42.1 CHARAKTERISTIKY POLOHY

2%

Aritmeticky primér: X_a ==

n
- inni

VaZzeny aritmeticky primér: X, =
2N,

Modus X : je stiedni hodnota, kterd odpovidd hodnot& udaje nejéastéji se vyskytujiciho v daném
souboru.
Median X : hodnota prostfedniho ¢lenu sefazeného statistického souboru.

42.2 CHARAKTERISTIKY VARIABILITY

Pramérna odchylka: primérna odchylka od priméru:

d- leiz—nf‘l-ni

g- 2% —X
n
VaZena prumérna odchylka:
2% - %)’
n
Z(Xi - )_()2 N
2N

Smérodatna odchylka: o =+/varx

Rozptyl: varx =

ViazZeny rozptyl: varX =




43 ARITMETICKA POSLOUPNOST

43.1 POSLOUPNOST
Posloupnost je zobrazeni vSech piirozenych cisel do mnoziny vSech redlnych ¢isel (nekoneéna po-

sloupnost realnych ¢isel) {an }:O:l =a,;,a,,.a
Posloupnost je zobrazeni prvnich n pfirozenych c¢isel do R (komeéna posloupnost R)
k
{an }n:1 =a,8,.. 4, .

natere

Posloupnost rostouci: r <s<a, <a, [I,Se N
Posloupnost klesajici:  <s<>a, >a, TI,seN

43.2 ARITMETICKA POSLOUPNOST
a,, =a,+d, ddiferencial
— an—l + an+1
" 2
a nasledujiciho
N-ty ¢len posloupnosti: a, =a, + (n —1)d
n(a, +a,)
2

— jakykoliv ¢len posloupnosti je aritmetickym priamérem ¢lenu piedchazejiciho

Soucet prvnich n ¢lent: S, =

44 GEOMETRICKA POSLOUPNOST

a,, =4a,-q g=0

la,|=va,. - a.,

N-ty ¢len posloupnosti: a, =a, -Q "
q" -1
g-1

g=1

Soucet prvnich n ¢lent: S, =a, -

44.1 VYUZITI POSLOUPNOSTI
Uro¢itel: r =1+ p, p prirdstek (%)
Pravidelny riist: &, =ar", apocatek

n

r-1
Riist s piispévky: a, =ar" +b- L b ptispévky

. nil+n
Jednoduché urokovani (vkladame po mésici): a, =n-a+a-p- 1—12 ( > )
ol S r'-1
Slozité urokovani (ro¢ni): a, =a- 1
r —
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Nekonecna geometricka rada: geometrickd posloupnost {an }::1

Soutet geometrické Fady: lims, =—— g/ <1, existuje-li tato limita je konvergentni, ji-

n—oo J— q

nak je divergentni.

46 LIMITA, SPOJITOST A DERIVACE FUNKCE

46.1 LIMITA
Limita posloupnosti: Posloupnost {an }::1 ma konec¢nou (vlastni) limitu a prave tehdy, kdyz ke
kazdému libovolné zvolenému kladnému ¢ existuje Cislo ng takové, ze pro kazdé n>nq plati
|<’:1n - a| <¢. Zapis: lima, =a aeR. Je-li koneéné &islo redlné, tedy jedna se o vlastni

n—0

limitu, je posloupnost kenvergentni. Nema-li kone¢nou limitu je divergentni.
Limita funkce: Funkce f ma v bod¢ a limitu L, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu L existu-

je okoli bodu a takové VX eU (a)— {a}; f (X) eU (L) Zapis: lim f (X) =L

. . X . X
Limita zleva: lim — =1, zprava: lim — =1
x—0" X x—0" X

X X X
Nevlastni limita: im —=1A lm = =1=Ilm—-=1
x—0" X x—0" X x=0 X

. .1 .1
Limita v nevlastnim bodé: lim — =0, lim —=0

X—>+© X X—>—00 X

Véty o limitach: lim(a, £b, )=1lim a, +lim b,
n—o n

n—0o —®

lim(a, -b,)=lim a, -lim b,
nN—o0 nN—oo

n—oo
lim a
fim| o | = noe "
el limb,

nN—oo

lim (konst. - a, ) = konst. - lim a,

nN—oo nN—o0

i 1 _
lim &+ =0

lim f(x)=f(a)
im sin(kx) _
=0 kx

. e -1
lim

x—0 X

1

=1

0 o
Neur¢ité vyroky: 6 ,—,0-00,0%,00% 00— 00
(0.0]



46.2 SPOJITOST FUNKCE

46.3 DERIVACE FUNKCE

Okoli bodu: (a—5,a+5) o >0 nebo |x—a| < 0, zapis U(a,5)
Levé okoli bodu: (a -0, a> o0>0

Funkce f je spojita v bod¢ a, jestlize k libovolné zvolenému okoli f(a) existuje okoli bodu a tako-
vé, 7 wxeU(a) f (x)eU(f (a).

Funkce f je spojita v intervalu (a,b), je-1i spojita v kazdém bod¢ tohoto intervalu.

Funkce f je spojita na <a,b>, je-li spojita na (a,b) a v bodé a je spojita zprava a v bodé b je spojita
zZleva.

Funkce f je spojita v bod¢ a, ma-li v tomto bod¢ limitu.

F(xo +A%)— (%) _ o F(X)=F(x)

£(x,) = lim 2 = fim

= lim
MX—0 AX  Ax—0 AX X—Xg X — XO
. dy
y (Xo ) ~dx
X
y*... 1. derivace
y ... 2. derivace

y® ... 6. derivace

Jestlize ma funkce f v bodé X, derivaci je v bodé X, spojita. Obracena véta neplati

Funkce f ma derivaci v <a,b>, ma-li derivaci v kazdém bodé (a,b), v bod¢ a ma derivaci zprava a
v bodé¢ b zleva.

. f(x)—f(x
Je-li funkce f definovana v n&jakém okoli bodu X, a existuje-li lim M , ma funkce f

X—Xg X— XO
v bodé¢ X, derivaci zleva. (Obdobné¢ plati pro derivaci zprava).
Derivace: c'=0
(Xn ): n.x"t

goniometrické fee: (Sin X)'= cosX
(cosx) = —sin x

(tgx):coszx xeR—{z+kr}
= R-{k
(cotg x) 7y X© {kr}
(arcsinx) = L
V1-x°
(arccosx) = -1
1-x?
1
t  —
(arctgx) =
———
(arccotgx) =
s konstantou: [c- f(X)f=c- f'(x)
scitani: (U+v)=u=+v
nasobent: (uvz)=u'vz+uv'z +uvz

déleni: (
\'
(f

sloZzena fce:
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exponencialni fce: (e X ) =ge*

(ax):aX ‘Ina

logaritmické fce: (In X)': i
L x>0a>0a=1

x>0

(log, X) =i
implicitni funkce: ~ y = x*"™
In'y =sin x-Inx Derivujeme tak, ze Cleny obsahujici X
derivujeme normalné a ¢leny obsahu-
jici y derivujeme podle y a nasobime

x [

1y = . +5Si .
yy—cosx In X +sin x
y.

)y

)_ Xsinx

y'=(cosx-In x +sin x-

x| x|

y'=(cosx-In x +sin x-

vy$si derivace: y'= (y-).

47 GEOMETRICKY A FYZIKALNI VYZNAM DERIVACE

Fyzikalni: derivace drahy podle ¢asu je okamzita rychlost, 2. derivace drahy podle ¢asu je okamzi-

té zrychleni
Geometricky: 1. derivace funkce v bodé dotyku je smérnice teény y'(X0 ) =k,

Y= Yo =k(X—%,)
Kk, =-1

48 VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

48.1 MONOTONNOST FUNKCE
Rostouci: jestlize je v kazdém bodé intervalu prvni derivace kladna ( f (X)' >0)

Klesajici: je-li v kazdém bodé& 1.derivace zaporna ( f (X)'< 0)

Priklad: Yy =Xx* —3x
y'=3x*-3
rostouci: 3x* =3> 0= (—o0,-1),(1,+0)
klesajici: 3x*-3<0= (— 1,1)

48.2 EXTREMY FUNKCE
Funkce ma v Xg maximum pravé tehdy, existuje-1i okoli bodu X, takové, ze pro kazdé x nalezejici
do tohoto okoli plati, ze funkéni hodnota je mensi nebo rovna funkéni hodnoté funkce v Xo. Ob-

dobné plati i pro minimum funkce.
Stacionarni body: f (X)': 0 - v téchto bodech ma funkce lokalni minimum (pokud je f "(X) >0

) nebo maximum ( f"(X)< 0). Pokud je druha derivace ve stacionarnim bodé rovna nule, ne-

jedna se o extrém.
Inflexni bod: f (X)": 0 - nelze udélat te¢nu, funkce konkavni prechazi na konvexni.

konkavni funkce: f (X)"< 0 - cely graflezi pod te¢nou
konvexni funkce: f (X)"> 0 - cely graf lezi nad te¢nou



48.3 VYSETRENI PRUBEHU FUNKCE
1) Ur¢it defini¢ni obor funkce

funkce suda, licha, periodicka

2) Body, v nichz neni definovana, ale ma v nich limitu zprava a zleva

Limita v nevlastnich bodech

3) Priseciky s osami x,y

Znaménka funk¢énich hodnot

4) Vypocet L. derivace

Nulové body I. derivace — stacionarni body
Body, v nichzZ neni derivace definovana

5) Intervaly monotonnosti
6) Vypocet II. derivace

Nulové body II. derivace — inflexni body
Body, Vv nichZ neni derivace definovana

7) Lokalni extrémy

Intervaly konvexnosti a konkdvnosti

8) Asymptoty

b

y=ax+Db
a=k, lim &
X—»00 X
= lim[f (x)—ax]

9) Obor hodnot funkce
10) Graf funkce

1)

2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

Priklad: f 1y =x%—-6%x*+9x
D=R
f(—=X)=—x% —6x2 —9x = —(x® +6X? +9x) —ani sudé, ani lich4
lim (x3 —6x° +9x): lim x{l—g +ij = 40
X

X—>0 X—>0 2

X
XIi_)rrlo(x3 —6x° + 9x): lim xs(l— g + )%) = —o0
prisecik s x: y=0

x* —6x* +9x =0

Xx=0vx=3 [0,0][3,0]
prase¢ik sy: Xx=0

y=0

[0.0]

y'=3x*-12x+9
stacionarni body: y'=0= X, =1X, =3
rostouci: y'>0=>(—00,1),(3,40) Klesajici: y'< 0= (1,3)
y'=6x-12
inflexni body: y'"'=0=>x=2

Y'qy=—6 - lokalni maximum [1,4] Y'(3=6 - lokilni minimum [3,0]

konvexni: y"'> 0 =>(2,+o0) konkavni: y"'<0=>(~0,2)
3 g2
k. = limb=fim %) X OO e

X—0o0 X—00 X X—0 X X—00

9) H=R
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10)

48.4 GLOBALNI EXTREMY
Priklad: Do koule o poloméru R vepiste valec nejvétsiho objemu.

V =nzr’v

r’+v?>=4R*> = r>=4R* -V*
V =z(4R? —v? v

V'=47R* -3

4R? —3v? =0=v=,[%-R

r’ =4R* —v’ = r=,/4R* —4R’ =R\/§

V'=—-6av
A R\/g)z —7R/48 < 0 =v tomto bod¢ je maximum funkce




49 PRIMITIVNI FUNKCE, URCITY INTEGRAL

49.1 DIFERENCIAL FUNKCE
dx — diferencial argumentu
dy — diferencial funkce

Ay _ dy
f'ix,)=Ilm —<+=-2
( 0) x>0 AX  dXx
dy = f'(x,)- dx
Vypocet absolutnich chyb: dy

d
Vypocet relativnich chyb: vy
y

Priklad: Valec ma pramér i vysku 80 & 0,5 cm. Jaka bude relativni chyba pii vypoctu objemu?
D=80, dD=405

3
v :ﬂ(g)z.Dzﬂ
4
dv =%3D2 -dD
o _3D_15_,
Y D 80

49.2 NEURCITY INTEGRAL
Primitivni funkce: F'(X) =f (X), F(x) je funkce primitivni k f(x)

Neur¢ity integral: I f(x)-dx=F(x)+C , kde I f(x)-dx je neurcity integral, f(x)-dx je in-

tegrant a F(x)+ C je primitivni funkce. Integral je opak derivace.

49.3 ZAKLADNI INTEGRALY
j 0-dx=C

n+l

+C

N X
-[X dx= n+1

J.i-dx:ln|x|+C

2

x-dx=X—+C
Jxodx=3

jc-dx=c-jdx=cx+C
Idx:x+C
_|'eX -dx=e"+C

X

a
Ina
J'sin X-dx=—Ccosx+C

+C

Iax-dx:

_[cosx~dx=sin Xx+C

j 12 -dx=tgx+C
COs” X

J'_lz -dx=-cotgx+C
sin“ x
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J‘\/l_z -dx=arcsinx+C = —arccosx+C

'[1 > -dx=arctgx +C = —arccotgx +C
+ X

j[f(x) dxj dx+Ig )-dx+C
Ic-f(x dx_cj

49.4 INTEGRACNI METODY
Substitu¢ni metody:

jf(ax+b)~dx=§_|'f(t)-dx=§~F(ax+b)+C
t=ax+b

dt=t.dx=a.dx=> dx= 2t
a

fr(x

j%d = [+-dt=In[t|+C =In|f(x)+C
t=f(x)
dt = f'(x)-dx
[ flo()]-g'(x)- dx= [ f(t)-dt=Flg(x)]+C
t=9g(x)

dt = g'(x)- dx

Metoda per partes: (po ¢astech)
(uv)=u'v+uv

I(uv)‘-dx = Ju'v -dx + juv'-dx
uv = '[u'v -dx+ juv‘-dx
Iu'v-dx:uv—Iuv'-dx

U'=cosX U=sinXx

Priklad: j X-CosX-dx = 1
V=X V'=

=X-Sin x—jsin x-1.dx=
=X-Sin X+cosx+C

Priklad: .[In x-dx:jl-ln X-dx=

=X-Inx—x+C

i u'=e* u=e” .
Priklad: Iex -sin x-dx = =e”.sin x—_|'eX -COSX-dx =

V=SInX V'=Cc0osX
u'=e* u=e*

 |=eX-sinx—g* -cosx—jex -sin x - dx
V=C0SX V'=-SinX

jex .sinx-dx=e".sin x—e” -cosx—jeX -sin x - dx

] e*.sin x—e* -cosx
Iex~5|nx-dx: 5 +C




49.5 VYPOCET URCITEHO INTEGRALU

[ 1(0-dx=[F ()} = F(b)- F(a)

a

Funkce f(x) musi byt v intervalu <a,b> spojita

VCe<ab>a<c<b:>_[ )-dx = f dx+j dx

j f(x)~dx=—j' f(x)-dx

b
Pii substituci musime piepocitat meze pro t:

T

t =sin x t, =sin%

2 1
Priklad: I sin® x-cosx-dx = . ?
dt=cosx-dx t,=sinZ= 1|~

6
Pti metod¢ per partes:

U'=sinX U=-COSX

Priklad: _[x -sin X-dx = .
5 V=X vi=1

=[-x-cosx+sinx]} =

1
E
2

a
= [-x-cosx]; +_[cosx-dx:
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50 UZITI INTEGRALNIHO POCTU K VYPOCTU OBSAHU ROVINNYCH OB-
RAZCU A OBJEMU ROTACNICH TELES

50.1 OBSAH OBRAZCE

S o mld
a ‘ b x f E\c\’\/d b x
S = [ £(x)-x s_—j s = [ 1(0-ax- a6

Priklad: Vypo&ti obsah obrazce vymezeného kiivkami: y =sinXx, y =0, x=0, x=27

S= jsin X — jsin x =[-cosx]; —[-cosx|*" =4

T

y 0 Pro plochu obrazce vymezeného dvéma kiivkami plati vztah:
S = Hf ] dx, tento vzorec plati i v pifpadg, Ze ¢ast plochy lezi pod
9(x)
a b 0SOu X.
X

Priklad: f:y=2-x%,9:y=X
2-x*=Xx=>x =-2,%, =1

S = j'(2—x2 —x)-dx:4,5
-2

Priklad: f:y? =4x, p:2x—y—-4=0
1) Derivujeme podle x
f :y:iZﬁ, p:y=2x-4
Priseciky: Y2 =4Xx = 4x* —16x+16 =4x=>x=1v x =4

1
2

1 4
S =2[2x: .dx+j(2x —2x+4)~dx=9
0 1

2) Derivujeme podle y

2
f:x:y—, p:x:2+1
4 2

2

Priseciky: X:X:>y—:2+z
4 2

4 2
_ y |y _
S = j[2+5—7)dy_9

-2

=>y=-2vy=4




50.2 OBJEMY ROTACNICH TELES

Pro télesa rotovana kolem osy x: V = 7Z'j f? dX ﬂI y© - dx
a
b

Pro télesa rotovana kolem osy y:V = ﬁI f? (y) dy = ﬁj x* - dy
a

Priklad: Vypocti objem kulové usece o vysce v, ktera je ¢asti koule o polomeéru r. y
Kruznice: X* + y2 =-r’= y2 =r? —x?

V =7rj'(r2 —xz)-dx=7{r2x—x—;} = 7rv? —ng

Vzorec pro objem kulové usece: V = 7zr12 3+ %ﬂ(%f kde

r,=r’—(r—v)’. Po dosazeni a Gpravéch:

3
\'
V=mvi-—r—
3

r-v r-v

, oy f
50.3 DELKA OBLOUKU ROVINNE KRIVKY y N
X

s=_[:w/1+[f'(x)]2 -dx | a b

Priklad: Vypocéti obvod kruhu o poloméru r.

kruh: y? +x% =1? = y=~r?-x?, y'=1. -2 =X
2 Jr2-x? r2-x?

s_4j,/1+ ~dx = 4j\/7 dx = 4rj\/7 dx = 4]\/7 =

-dx = 4r -[arcsint, = 2zr

=2 t, =1
r 4 .
dt=%-dX =0‘ ' '([«/l—t
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